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1 導入
(M;!)をコンパクトなシンプレクティック多様体とし，H :M ! Rをハミルトン関数とすると
き，H のハミルトンベクトル場 XH を各 x 2M で Y 2 TxM に対し，
!x(Y;XH(x)) = (dH)xY
を満たすものとして定める．時間に依存した周期を持つハミルトン関数 H : S1 M ! Rを考え
る．このとき，Ht(x) = H(t; x)と表し各 (t; x) 2 S1 M に対して，XH(t; x) = XHt(x)とする
ことで，S1 をパラメータに持つM 上のベクトル場XH 2  (pTM)を定める．ここで，pは射影
S1 M !M である．写像 x : S1 !M が H に関する周期解であるとは xが
_x = XHt(x(t))
の解であるときを言う．
ハミルトンベクトル場の周期解に関して Gromov[4]は 2(M) = 0の仮定のもとに J 正則曲線
を用い存在の証明を示した．それを受け Floer[3]はフレアー方程式を導入し，そのモジュライ空間
からフレアーホモロジーを構成して周期解の個数の評価を与えた．本論文では，周期解の存在をフ
レアー方程式の解のモジュライ空間を用いて証明した．フレアーホモロジーを構成しないため周期
解の個数の評価までは得られないがその分，貼りあわせの解析が必要なく証明が易しくなった．証
明はハミルトン関数に対し，あるフレアー方程式の解からハミルトン周期解を構成した．このフレ
アー方程式の解の存在を示すためにその近似列の存在をモジュライ空間の位相的性質から導く．
主定理. (M;!) を 2(M) = 0 を満たすコンパクトなシンプレクティック多様体とし，H :
S1 M ! Rをハミルトン関数とするとき H に関する周期解が存在する．
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2 設定
(M;!)を 2(M) = 0を満たすシンプレクティック多様体とする．また，射影を以下の記号で用
いる．
p1 : S
2 M  ! S2
p2 : S
2 M  ! M
~p : [0; 1] S2 M  ! M
シンプレクティック多様体M に対し，整合的な概複素構造 J をひとつ固定して考える．このと
き，M のリーマン計量 g は !(; J )によって与えられる．周期を持つハミルトン関数 H を一つ固
定し，R2 上の C1 級関数 で，
(r; s) =
8>>><>>>:
0 s <  (r + 1); r + 1 < s
1  r < s < r; 1  r
r  1 < s < 1; r < 1
を満たし，特に 8><>:
@
@s
 0  (r + 1) < s <  r
@
@s
 0 r < s < r + 1
となるものを用いて
H : R0  R S1 M  ! R
(r; s; t; x) 7 ! (r; s)H(t; x)
を定義する．更に RS1に 2点 fN;Sgを加えた集合を S2と同一視し，H を H(N) = H(S) = 0
として R0  S2 M 上に拡張する．
Hr : S
2 M  ! R
(z; x) 7 ! H(r; z; x)
について lims!1X Hr = 0であることから，S2M 上のベクトル束 p1 ^0;1 T S2
J p2TM の
切断  Hr を S2 = CP 1 の複素構造 j と共形な座標 (s; t) 2 R S1  S2 を用いて
 Hr (s; t; x) =  
1
2
(J(x)X Hrds+X Hrdt)
を満たすものとして定義する．今，J と Hr に対して，摂動したコーシー・リーマン方程式
@Ju+ ~u
 Hr = 0 (   r)
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の解 u : S2 ! M を考える．ここで ~uは z 2 S2 に対して，~u(z) := (z; u(z))とする． Hr = 0の
とき，すなわち摂動項 ~u Hr が 0のときがいわゆるコーシー・リーマン方程式であり，その解を
J 正則写像という．また @Ju+ ~u Hr = 0を満たすことは R S1 上でフレアー方程式
@u
@s
+ J(~u)(
@u
@t
  ~uX Hr ) = 0
を満たすことと同値であり，フレアー方程式の解については [5], APPENDIX B.4の内容から次の
ことが従う．
命題 1. M 上のベクトル場の列 (An)が C1 位相で収束し，各 n 2 Nに対してに対し Cの開集合
U 上ので定義された写像 un : U !M がフレアー方程式
@un
@s
+ J( ~un)
@un
@t
  unAn = 0
を満たすとする．このとき，ある定数 C が存在し
sup
n2N
kdunkL1(U)  C
が満たされているならば，(un)の部分列で C1loc 収束するものが存在する．
無限大に発散する点列 (rn)n2N に対し (   rn) の解 un が存在するとき以下の手順で周期解の
存在が示される．
命題 2. 2(M) = 0で，各 nに対し (   rn)の解 un が存在するとき適当な部分列に関して un は
R S1 上で
@Ju  1
2
(JXHds+XHdt)  u = 0 (  1)
を満たす C1 級写像 uに C1loc 収束する．
命題 2の証明のための準備をする．   r または   1の解 uのエネルギー EJ(u)を
EJ(u) :=
Z 1
 1
Z
S1
@u@s
2
J
dsdt
で定める．このとき，j  jJ は g によるノルムとする．また，H に対してホッファーノルム kHkを
kHk :=
Z
S1

max
x2M
Ht(x)  min
x2M
Ht(x)

dt
で定める．
補題 1. (   r)の解 uに対して，
EJ (u)  kHk
が成立する．
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証明. 直接計算することにより，
EJ(u) =
ZZ @u@s
2
J
dsdt =
ZZ
!

@u
@s
; J
@u
@s

dsdt
=
ZZ
!

@u
@s
;
@u
@t
 X Hr  ~u

dsdt
=
ZZ
!

@u
@s
;
@u
@t

dsdt 
ZZ
!

@u
@s
;X Hr  ~u

dsdt
となる．ここで第一項は仮定から，[u] = 0 2 2(M)であるので，ZZ
!

@u
@s
;
@u
@t

dsdt =
Z
u! = 0
であり，第二項は，の定義などから
 
ZZ
!

@u
@s
;X Hr  ~u

dsdt =  
ZZ
d Hr
@u
@s
dsdt
=  
Z
S1
Z 1
 1
(r; s)
@H(u)
@s
dtds
=
Z
S1
Z 1
 1
@
@s
(r; s)H(u) dtds

Z 1
 1
@
@s
(r; s)
Z
S1
H(u) dtds

Z  r
 r 1
@
@s
(r; s)
Z
S1
maxHt dt

ds 
Z r+1
r
@
@s
(r; s)
Z
S1
minHt dt

ds
=
Z
S1
(maxHt  minHt) dt = kHk
となり結論を得る．
命題 2の証明. supnEJ(un) <1のとき，f kdunkL1 n 2 N gが非有界ならば，ある z 2 S2 に
対して，非自明な J 正則な写像 S2 !M の構成が知られている ([1], Section 6.6)．一方，uが J 正
則写像のとき j@u@s j = j@u@t jよりエネルギー EJ(u)は写像のエネルギーに一致するので補題 1より写
像のエネルギーは 0となり，いかなる J 正則写像も自明となる．したがって f kdujkL1 n 2 N g
は有界となる．R S1 上の任意のコンパクト集合上では十分大きな nに対しフレアー方程式は n
によらない．したがって，RS1 のコンパクト集合による取りつくし列 (Kj)j2N を固定し各 j+1
に対し帰納的に Kj+1 上の収束部分列を構成できる．すなわち，(uj+1;n)を (uj;n)に命題 1を適
用し得られる部分列とする．このとき (un)の部分列 (uj;j)をとることでこれは C1loc 位相で収束す
る．収束極限を u : R S1 !M とする．このとき Hrn は n!1とするときH に収束すること
より特に C1loc 収束極限である uは
@Ju  1
2
(JXHds+XHdt)  u = 0
を満たす．
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命題 2から得られる極限 uに対し，補題 1から EJ(u) < kHkも成立する．これにより次の命題
から命題 2と同様の仮定のもと H に関する周期解が存在することがわかる．
命題 3. R  S1 上の (  1)を満たす C1 級写像 uに対し，EJ (u) < 1ならば H に関する周
期解が存在する．
証明. EJ(u) <1より
R
S1
j@u@s (s; t)j2dtは，zn : S1 ! M を zn(t) := u(sn; t)で定めると，ある
発散する実数列 (sn)n2N が存在して，Z
S1
j _zn  XH(zn)j2J dt =
Z
S1
@u@t (sn; t) XH(zn)
2
J
dt! 0 (n!1)
が成立する．すると，f kXH(zn)kL2 n 2 N g は有界なので，f k _znkL2 n 2 N g も有界となり，
(zn)がW 1;2 で有界点列となる．したがってW 1;2 ,! C0 はコンパクト作用素で，C0 位相に関す
る収束部分列が存在するのでこれを再び (zn)とおき，この極限を zとする．また，M を十分次元の
高いユークリッド空間に等長的に埋め込んで考える．このとき，limn!1 kXH(zn) XH(z)k = 0
が成立する．更に，i; j 2 Nに対して
k _zni   _znjkL2  k _zni  XH(zni)kL2 + k _znj  XH(znj )kL2 + kXH(zni) XH(znj )kL2 ;
右辺の各項は 0 に収束するので， _zn はコーシー列であり L2 収束する．したがって，zn ! z は
W 1;2 収束である．また，
k _z  XH(z)kL2 = lim k _zn  XH(zn)kL2 + kXH(z) XH(zn)kL2 = 0
であり，XH(z)はW 1;2 級より，z はW 2;2 級であると分かる．以下，帰納的に z の微分可能性を
上げることで z 2 C1 と分かり z が求める解となる．
3 モジュライ空間
Hr に対するフレアー方程式の解のモジュライ空間を
M( Hr) :=

u 2 C1(S2;M) @Ju+ ~u Hr = 0
	
で定義する．各 r 2 R0 に対して，M( Hr) 6= ;を示すことを目標とする．まず，写像の空間を準
備する．写像全体の空間として，p > 2に対し
P1;p :=  u 2 C(S2;M) (9v 2 C1(S2;M))(9 2W 1;p(vTM))[u = expv ] 	
をとる．ここで，expは J に関するエルミート接続から決まる指数写像とする．これは u 2 P1;p
の接空間をW 1;p(uTM)とする無限次元のバナッハ多様体である．P1;p の上のベクトル束として
E :=  (u; Y ) u 2 P1;p; Y 2 Lp  ^0;1T S2 
J uTM 	
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を考える．このとき，E の切断
Fr(u) := (u; @Ju+ ~u Hr )
を考える．u 2 P1;p がM( Hr) の元であることは u が Fr(u) = 0 の解である他に C1 級であ
ることを要請するが，楕円型方程式の解の正則性より次のことが知られている ([1], Proposition
12.1.4.)．
命題 4. p > 2に対して，W 1;p 級のフレアー方程式の解 uは C1 級である．
これより
M( Hr) = (Fr) 1(f (u; 0) g)
が成立する．
注 1. u 2M(0)につき，uは正則写像であり，命題 2の証明中の議論から uは定値写像であった．
ここで，u; v 2M(0)につき v = expu  ならば d = 0でありM(0)にW 1;p から誘導される位相
と Lp から誘導される位相が等しい．またW 1;p ,! C0 の連続性と C0 ,! Lp の連続性からM(0)
に C0 位相から誘導される位相も等しく，u 2 M(0)に imu 2M を対応させる写像は同相写像で
あることが分かる．すなわち，M(0) =M である．
注 2. F0 は一般に種数 g の閉リーマン面に対して定義されるコーシー・リーマン作用素と呼ば
れるものであり，このフレドホルム指数は dimM(1   g) + 2c1([u]) であることが知られている
([5], Proposition 3.1.11)．ここで，c1([u])は (M;J)の第一チャーン類と uのホモロジー類のペア
リングを表す．したがって g = 0，2(M) = 0のとき，コーシー・リーマン作用素 F0 のフレドホ
ルム指数は dimM である．一方，Fr の線形化作用素 D(Fr)u は D(F0)u + (コンパクト作用素)
の形を取るので D(F0)u と同じ指数を持つフレドホルム作用素である．これより Fr が 0 切断に
横断正則的に交わるとき，陰関数の定理から (Fr) 1(f (u; 0) g)は dimM 次元の多様体である．
補題 2. F0 は 0切断に横断正則的に交わる
証明. 注 1 より (F0) 1(f (u; 0) g) は定値写像全体である．そこで，定値写像 u につきそこでの
F0 の線形化 D(F0)u : W 1;p(uTM) ! Lp
 ^0;1T S2 
J uTM が全射であることを示せば
よい． 2 W 1;p(uTM) に対して u() : uTM ! expu()TM を各 v 2 Tu(z)M を exp に
関する平行移動 u(z)((z)) : Tu(z)M ! Texpu(z)((z))M で移すものとして定める．このとき
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u := expu()と表すことにすると，
D(F0)u() = d
d
u()
 1F0(u)

=0
= ~r @J (u)

=0
=
1
2
( ~rdu + J(u) ~rdu  jS2)

=0
=
1
2
( ~r + J(u) ~r  jS2)
を得る．ここで，~rは J に関するエルミート接続から誘導される接続である．uTM が自明束であ
ることから Tu(z)M = Cn の同一視によって  : S2 ! Cn とみるとき 12 ( ~r+ J(u) ~r  jS2) = 0
は d + Jd  j = 0 であることに等しく， が正則写像であることを意味する．注 1 と同様の議
論により fS2 ! Cn :正則関数 g = Cn が成立し，dimkerD(F0)u = dimTCn = 2nを得る．一
方，D(F0)u の指数が 2nであることがから D(F0)u は全射であることが分かる．
Fr が 0 切断に横断正則的に交わらないとき，定義からM( Hr) 6= ; より Fr が 0 切断に横断
正則的に交わるとする．このとき以下の方法でM(0)とM( Hr)を境界に持つ多様体を構成する．
まず，0と r をむすぶ道 l : [0; 1]! R0 で，
l() =
(
0  2 [0; 14 ]
r  2 [ 34 ; 1]
を満たすものを固定し，
~H : [0; 1] S2 M  ! R
を， ~H() := ~H := H(l())により定める．パラメータ付のモジュライ空間
fM( ~H) :=  (; u) 2 [0; 1] C1(S2;M) @Ju+ u ~H = 0 	
について， ~H に関して端点を除いて摂動することでコンパクトな多様体となることを見る．
注 3. lの決め方は fM( ~H)の境界のカラー近傍を明示するためである (定理 2)．
摂動のパラメータの空間として C1 関数 h : [0; 1] S2 M ! Rの空間を準備する．" = ("n)
を適当な 0に収束する正の実数列としてとり，ノルムを
khk" =
X
k2N
"kjhjCk
で定める．このノルムに関して有限で， 0; 14 [ [ 34 ; 1]  S2 M および [0; 1]  fN;S g M
上で 0になる h全体の集合を C1" で書く．この空間は k  k" に関してバナッハ空間であり，さら
に C1 内で C1 位相で稠密となるように "を選ぶことができる ([1], Proposition 8.3.1)．そこで，
普遍モジュライ空間
Z( ~H) :=
n
(; u; h)  2 (0; 1); h 2 C1" ; u 2M(( ~H + h))
o
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を考える．P1;p  C1" 上のベクトル束
~E :=  (u; h; Y ) (u; h) 2 P1;p  C1" ; Y 2 Lp  ^0;1T S2 
J uTM 	
を考えると，その切断
 : P1;p  C1"  ! ~E
(u; h) 7 ! (u; h; @Ju+ ~u( ~H+h))
に対し，写像
 : (0; 1) P1;p  C1"  ! ~E
(; u; h) 7 ! (u; h)
が定義できモジュライ空間の場合と同様に Z( ~H) =  1(f (u; h; 0) 2 ~E g) が成立する．また，次
が成立する．
補題 3.  は 0切断に横断正則的に交わる．したがって  も 0切断に横断正則的に交わる．
したがって
命題 5. Z( ~H)は，バナッハ多様体である．
が成立する．補題 3の証明のため次を準備する．
補題 4.  2   14 ; 34を任意に固定する．このとき Z 2  (^0;1T S2 
J uTM)について，任意の
h 2 C1" に対し，
hZ; ~uhi = 0
を満たすならば，Z = 0が成立する．ここで h; iは  (^0;1T S2 
J uTM)の L2 内積である．
証明. Z は R S1 上で，ある Y 2  (uTM)に対して Z = Y ds  JY dtと書ける．内積の定義
から
hZ;hi =

Y ds  JY dt; 1
2
(JXhds+Xhdt)

=
ZZ
1
2
(g (Y;Xh) + g ( JY; JXh)) dsdt
=
ZZ
g (Y; Xh) dsdt
=
ZZ
 dh(Y )dsdt
を得るので，Y 6= 0 を仮定し RR dh(Y )dsdt 6= 0 となる h 2 C1" を構成すればよい．そこで
Y (s0; t0) 6= 0となる (s0; t0) 2 RS1を固定する．~u(s0; t0) 2 RS1M の十分小さな近傍Bを
とり，~u(s0+s; t0+ t) = (s; t; 0; : : : ; 0) 2 R2n+2となるように R2n+2の開集合と同一視する．ここ
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で，dimM = 2nとした．更に Tu(s0+s;t0+t)(RS1M)をR2n+2と，T~u(s0+s;t0+t)(RS1M)
を f(s; t; x1; : : : ; x2n) 2 R2n+2g と同一視する．B 上に台を持つように ~u(s0; t0) の近傍で 1 をと
り，v 2 T~u(s;t)M につき，v 方向微分に関して 0になる B 上に台を持つ非負値関数  を用いて，
h : B ! R
x = (s; t; x1; : : : ; x2n) 7! (p)g~u(s;t) (Y (s; t); (x1; : : : ; x2n))
と定める．このとき，ZZ
dh(Y )dsdt =
ZZ
Y h;s;tdsdt
=
ZZ
Y ((s; t; x1; : : : ; x2n))g~u(s;t) (Y (s; t); )) dsdt
=
ZZ
((s; t; x1; : : : ; x2n))g~u(s;t) (Y (s; t); Y (s; t)) dsdt
> 0
が成立．したがって，
h(x) =
(
(r)h(s; t) x = (r; s; t) 2 [0; 1] R S1
0 その他
と定義する．ここで  は [0; 1]上で定義された で 1をとり  14 ; 34に台を持つ C1 級の非負値関
数である．実際はこれに十分近い C1" の元を採用すればよい．
h 2 C1" の摂動に対応して，E の切断 Fr の代わりに以下では
F l()h : P1;p ! E
u 7! (u; @Ju+ ~u( ~H+h))
を用いる．この線形化 D(F l()h )u は D(Fr)u と同様にフレドホルム作用素である．
補題 3の証明.  の (u; h) 2 P1;p  C1" における線形化
D()(u;h) : W
1;p(uTM) C1" ! Lp
 ^0;1T S2 
J uTM
(Y; v) 7! D(F l()h )uY + ~uv
を考え，これが全射であることを示せばよい．Lp  ^0;1T S2 
J uTMの双対空間は，1p + 1q = 1
となる q に対して Lq  ^0;1T S2 
J uTMである．任意に Z 2 Lq  ^0;1T S2 
J uTMを取
るとき 

D()(u;h)(Y; v); Z

=
D
D(F l()h )uY; Z
E
+ h~uv ; Zi
より，一つ固定して考えた (Y; v) に対して
D
D(F l()h )uY; Z
E
6= 0 のとき v = 0 とすれば

D()(u;h)(Y; 0); Z
 6= 0となる．DD(F l()h )uY; ZE = 0のとき Z 2  (^0;1T S2 
J uTM)と
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なり，補題 4より Z 6= 0ならばある v0 が存在して 
D()(u;h)(Y; v0); Z 6= 0となる．したがっ
てハーン・バナッハの定理より，
imD()(u;h) = L
p
 ^0;1T S2 
J uTM
を得る．一方，
codim imD()(u;h)  codim imD(F l()h )u
<1
であるから imD()(u;h) は閉集合である．したがって D()(u;h) は全射．
射影
 : Z( ~H)  ! C1"
(; u; h) 7 ! h
を考える．
定理 1.  はフレドホルム写像である
証明.  の線形化は
D()(;u;h) : RW 1;p(uTM) C1" ! Lp
 ^0;1T S2 
J uTM
(a; Y; v) 7! V +D(F l()h )u(Y ) + ~uv
である．ここで
V :=  a
2

J gradu
@(H + h)
@
ds+ gradu
@(H + h)
@
dt

となる．また，Z( ~H) =  1(f (u; h; 0) 2 ~E g)より，T(u;h;)Z( ~H) = kerD()となることに注意
すると  の微分は
d(;u;h) : T(;u;h)Z( ~H) ! ThC1"
(a; Y; v) 7! v
なので
ker d(;u;h) =
n
(a; Y; 0) aV +D(F l()h )u(Y ) = 0
o
となる．したがって，
dimker d(;u;h)  dimkerD(F l()h )u + 1 <1．
また，v が d の像であることは ~uv が RV + imD(F l()h )u の元であることなので
 : C1" ! Lp
 ^0;1T S2 
J uTM
f 7! f
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を考えると
codim im d = dim

im=

im \ imD(F l()h )u

 codim imD(F l()h )u
<1
と分かるので  はフレドホルム写像である．
補題 5.  は正則値が稠密となる 0の近傍Hを持つ．
証明. Z( ~H)のそれぞれがバナッハ空間と同相な開集合による可算被覆 fUkgk2K に対して， は
各 Uk 上でフレドホルム写像なので jUk の正則値全体 Rk は C1" の残留集合である． の正則値
の全体は Tk2K Rk であるので，C1" における 0の十分小さい近傍 Hで  の正則値の集合は稠密
である．
以上のことから次がわかる．
定理 2. 一般の h 2 Hに対し，fM( ~H + h)は多様体となる．
また，
@fM( ~H + h) =M(( ~H + h)=0) tM(( ~H + h)=1)
が成立する．
証明. 補題 5より，一般の h 2 Hに対して  1(h)は陰関数定理によって有限次元の多様体である
ことが分かる．ここで定義より
 1(h) = fM( ~H + h) n M(( ~H + h)=0) tM(( ~H + h)=1)
である．一方，
( ~H + h) =
(
( ~H + h)0  2 [0; 14 ]
( ~H + h)1  2 [ 34 ; 1]
より 
0;
1
4

M(( ~H + h)=0) =

(; u)  2

0;
1
4

(; u; h) = 0


3
4
; 1

M(( ~H + h)=1) =

(; u)  2

3
4
; 1

(; u; h) = 0

が成立する．したがって，@fM( ~H + h) =M(( ~H + h)=0) tM(( ~H + h)=0)．
注 4. dimM(( ~H + h)=0) = dimM であった．このことより，dim(

0; 14
M(( ~H + h)=0) =
dimM + 1であり，したがって，dim fM( ~H + h) = dimM + 1が分かる．
補題 6. 2(M) = 0のとき fM( ~H + h)はコンパクトである．
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証明. 点列 ((n; un)) 2 n2NfM( ~H + h)に対して，適当な部分列をとることにより (n)は収束
するとする．このとき (un)が満たす方程式は @Ju + ~u( ~H+h) = 0に収束する．命題 2の証明
と同様に f kdunkL1 gは有界であり，命題 1から適当な部分列をとることで S2 上 C1 位相で収
束する．このとき収束極限を (u; )とおくと (u) = 0より u 2 fM( ~H + h)となる．したがってfM( ~H + h)はコンパクトである．
4 主定理の証明
主定理. コンパクトなシンプレクティック多様体 (M;!)が 2(M) = 0を満たすとき，M 上の周
期 1の任意のハミルトン関数 H に関する周期 1の解が存在する．
証明. r 2 R0 に対し，M( Hr) 6= ;を示せば命題 2，命題 3より解が得られる．Fr が 0切断に
対して横断正則的に交わらないとすると定義からM( Hr) 6= ;．また，横断正則的に交わるとする
と，第 3節より fM( ~H + h)はコンパクトな多様体である．ここで，
ev : fM( ~H + h) ! M
(; u) 7! u(N)
を考えるとW 1;p ,! C0 の連続性と C0 位相の空間からの評価写像の連続性から ev も連続である．
また，u 2M(0)につき注 1より u  u(N)が成立し，これより
ev(M(( ~H + h)=0)) = ev(M(0))
=M．
一方，M のホモロジー群を考えると
[M ] + ev
h
M(( ~H + h)=1)
i
= ev
h
M(( ~H + h)=0) tM(( ~H + h)=1)
i
= ev
h
(@fM( ~H + h))i
= 0
である．ここで ev
h
(@fM( ~H + h))i = 0 はチェイン写像と境界作用素の可換性より従う．した
がって，ev
h
M(( ~H + h)=1)
i
6= 0よりM( Hr) =M(( ~H + h)=1) 6= ;が分かる．
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